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 . المعاملات المتغيرة 
 . مسألة القيمة الابتدائية

 ..معكوس التحويل التكاملي الجديد

 الملخص 

يهدف هذا البحث إلى تطبيق تحويل تكاملي جديد لحل المعادلات التفاضلية العادية الخطية ذات المعاملات المتغيرة، حيث  

 يعد هذا النوع من المعادلات من النماذج الرياضية المعقدة التي تواجه العديد من التحديات في مجال الرياضيات التطبيقية.

في هذا الإطار، تم اقتراح تحويل تكاملي جديد يعتمد على دالة نواة تعمل على تبسيط التعامل مع معاملات غير ثابتة. وقد  

تم تعريف هذا التحويل رياضيًا بالإضافة إلى تقديم الشروط اللازمة لوجوده، ثم استُعرضت خصائصه الأساسية، بما في 

ل كثيرات الحدود والدوال الأسية، كما تم ايضاح التحويل العكس ي الذي يُمكن  ذلك تطبيقه على بعض الدوال الأساسية مث

من استرجاع الدالة الأصلية بعد إجراء عملية التحويل، بالإضافة إلى اشتقاق قواعد تحويل المشتقات من الرتبتين الأولى  

تمت دراسة كفاءة هذا التحويل من خلال    والثانية، مع الإشارة إلى إمكانية تعميم هذا التحويل على مشتقات من رتب أعلى.

تطبيقه على مجموعة من مسائل القيمة الابتدائية للمعادلات التفاضلية، وقد أظهرت النتائج أن التحويل التكاملي الجديد 

 يُتيح الوصول إلى حلول تحليلية دقيقة دون الحاجة إلى إجراء عمليات رياضية معقدة أو اللجوء إلى طرق عددية تقريبية.

ومن خلال المقارنة بين الحلول المتحصّل عليها باستخدام هذا التحويل وتلك التي تنتج عن استخدام تحويل لابلاس، وُجد  

 في بعض الحالات من حيث الدقة والبساطة.
ً
من خلال هذه الدراسة، يتضح أن التحويل   أن التحويل الجديد قد يُظهر تفوقا

التكاملي الجديد يمكن أن يشكل أداة رياضية قوية لتحليل المعادلات ذات المعاملات المتغيرة، ويمهد الطريق أمام استخدامه 

تكرة في  في حل أنظمة المعادلات التفاضلية المعقدة والمعادلات التفاضلية الجزئية. لذا، فإن هذا التحويل يمثل مساهمة مب

التحويلات الرياضية وتطبيقاتها المستقبلية وتوسيع آفاق استخدام التحويلات التكامليّة كأدوات فعّالة في حل المعادلات  

برنامج    التفاضلية. باستخدام  البرمجية  الأكواد  من  مجموعة  كتابة  تم  ذلك،  على  حساب  MATLABعلاوة  تتيح   ،

عدد صحيح موجب.    n، حيث  t^n f''(x),t^n f^' (x),t^n f(t)التحويل التكاملي الجديد تلقائيًا للدوال من النوع  

وقد ساهمت هذه الأدوات البرمجية في تسريع عملية الحل وتقليل الجهد الحسابي، مما يعزز إمكانية استخدام هذا التحويل  

 في التطبيقات العملية والهندسية.
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This research aims to introduce and apply a new integral transformation for solving linear ordinary 

differential equations with variable coefficients, such equations are considered among the most 

complex mathematical models, posing significant challenges in various areas of applied 

mathematics. In this context, a new integral transformation is proposed, based on a specially 

constructed kernel function that facilitates the handling of non-constant coefficients. The 

transformation is rigorously defined, and the necessary conditions for its existence are established. 
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Its fundamental properties are then examined, including its application to basic functions such as 

polynomials and exponential functions. Furthermore, the inverse transformation is derived, allowing 

the recovery of the original function upon completion of the transformation process. The 

transformation rules for first and second order derivatives are also obtained, with indication of how 

these rules can be generalized to derivatives of higher orders. The efficiency of this transformation 

is evaluated by applying it to a set of initial value problems for differential equations. The results 

demonstrate that the new integral transformation provides accurate analytical solutions without 

requiring complex mathematical manipulations or reliance on approximate numerical methods. A 

comparative analysis between the solutions obtained using this transformation and those derived via 

the Laplace transformation reveals that the proposed method may exhibit superiority in certain cases 

in terms of accuracy and simplicity. The findings of this study suggest that the new integral 

transformation can serve as a powerful mathematical tool for analyzing differential equations with 

variable coefficients and may pave the way for its application to more complex systems of 

differential equations and partial differential equations. As such, this transformation represents an 

innovative contribution to the field of mathematical transformations, broaden their future 

applications and enhancing their role as effective tools for solving differential equations. 

Additionally, a set of MATLAB scripts has been developed to automate the computation of the new 

integral transformation for functions of this form t^n f(x),t^n f^' (x),t^n f''(t), where n is a positive 

integer. These computational tools have significantly accelerated the solution process and reduced 

the computational burden, thereby reinforcing the potential of this transformation for practical and 

engineering applications. 

 

 لمقدمة ا .1

تعد التحويلات التكاملية من الأدوات الهامة في الرياضيات التطبيقية، حيث 

تستخدم في حل المعادلات التفاضلية العادية والجزئية والتكاملية بطرق أكثر  

كفاءة مقارنة بالأساليب التقليدية الأخرى، فمنذ تقديم تحويل لابلاس في عام  

، أصبح لهذه التحويلات دور أساس ي  [4]  1822، وتحويل فورييه في عام 1780

في حل المعادلات التفاضلية التي تظهر في العديد من المجالات العلمية كالفيزياء 

 .والهندسة وعلم الفلك وغيرها من العلوم

 بتطوير 
ً
 متزايدا

ً
نتيجة لأهمية هذه الأدوات، شهد العقدان الماضيان اهتماما

 
ً
مؤخرا نشر  فقد  الموجودة،  التحويلات  وتحسين  جديدة  تكاملية  تحويلات 

المشتقان من   [14,1]وتحولي مهند  [5] العديد من الأبحاث، مثل تحويل كمال 

تحويل إلى  بالإضافة  فورييه،  لتحويلات   BAتحويل  تعميم  أنه  وضح  الذي 

، واستخدمت هذه  ] 17Natural[وتحويل ] 16Sumudu [أخري مثل تحويل 

التحويلات لحل المعادلات التفاضلية العادية والجزئية ذات العوامل الثابتة، 

فهي تعمل على تحويل المعادلة التفاضلية إلى معادلة جبرية يسهل إيجاد حلها، 

تحويل محجوب   دم 
ُ
ق التفاضلية   ] 3Anuj [وتحويل  [9]كما  المعادلات  لحل 

تحويل واستخدم  المتغيرة،  المعاملات  ذات  الخطية   ] 10Sawi [العادية 

 .لحل معادلات فولتير التكاملية والتفاضلية ] 11Anuj [وتحويل

تحويل  الابتدائية   ] 6Gupta [علاوة على ذلك ساهم  القيمة  في حل مسائل 

 ] 7ne [وتحويل  [15]ذات المعاملات الثابتة، فيما قدم تحويل عماد وإسراء  

وهما تحويلان تنائيا المعلمة نتائج جيدة في حل المعادلات التفاضلية العادية  

جديد   عام  تكاملي  تحويل  اشتقاق  تم  كما  الثابتة،  العوامل  من   [ 13]ذات 

والمعادلات  العادية  التفاضلية  المعادلات  حل  في  واستخدم  لابلاس،  تحويل 

 .التكاملية والمعادلات التفاضلية الكسرية

تظهر كل هذه التحويلات فعاليتها في إيجاد الحلول الدقيقة، وتكمن أهميتها  

 لطبيعة المسألة المدروسة، وتبقى هناك حاجة إلى تحويلات تكاملية قادرة 
ً
وفقا

على التعامل مع فئات معينه من المعادلات التفاضلية العادية ذات المعاملات 

ا التحويل  البحث  هذا  في  نقدم  حيث  تعديل المتغيرة،  وهو  الجديد  لتكاملي 

لبعض التحويلات التكاملية والذي يهدف إلى تبسيط حل المعادلات التفاضلية  

القيمة   مسائل  حلول  وإيجاد  المتغيرة،  المعاملات  ذات  الخطية  العادية 

النتائج بالابتدائية   ومقارنة  كبيرة،  حسابية  عمليات  إجراء  إلى  الحاجة  دون 

 س الكلاسيكي. المتحصل عليها مع تحويل لابلا 

الجديد يعرف   التكاملي  في الأ   الرتبةذات    دوالل  التحويل  الدوال  لتكن  سية، 

 معرفة على الصورة 𝒵المجموعة 

𝒵 = {𝑓(𝑡): ∃ 𝐴, 𝑘1 , 𝑘2 > 0, |𝑓(𝑡)| < 𝐴𝑒

|𝑡|
𝑘𝑖 , 𝑖𝑓 𝑡

∈ (−1)𝑖 × [0, ∞)} 

,𝑘1منتهي، و   عدد 𝐴 الثابت حيث  𝑘2  محدودان أو غير محدودان.  قد يكونان  

.}𝒯 التحويل التكاملي الجديد بالعامليرمز إلى   :، ويعرف بالتكامل{

𝒯{𝑓(𝑡)} = 𝒫(𝑣) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒
−𝑡

𝑣2  𝑑𝑡
∞

0
,     𝑡 ≥ 0,   𝑘1 ≤ 𝑣 ≤ 𝑘2 

متغير   𝑣حيث   و التحويل  هو  الجديد  الدالة 𝑡التكاملي  فإذا  ،  ]𝑓   ]8  متغير 

و  𝑓(𝑡)كانت    
ً
مقطعيا متصلة  limدالة 

𝑡→∞
𝑓(𝑡)𝑒

−𝑡

𝑣2 التحويل    موجودة فإن 

 التكاملي الجديد موجود لهذه الدالة.

𝑒كما أن اختيار دالة النواة على الصورة  
−𝑡

𝑣2   قد يفيد بشكل أفضل مع المعاملات

المتغيرة في المعادلات التفاضلية العادية، فقد يساهم في تبسيط حل المعادلة  

مباشرة  أكثر  حلها  يجعل  أو  لابلاس  المحلولة  تحويل  للمسألة    بخلاف   
ً
وفقا

 . المدروسة

الجديد .2 التكاملي  العكس ي   التحويل  الدوال    والتحويل  لبعض 

  ]8[الأساسية: 

الجديدتطبيق    2و  1  ن الجدولا   يوضح  التكاملي  الدوال على    التحويل  بعض 

 .والتحويل العكس ي لها على التوالي الأساسية

 التحويل التكاملي الجديد لبعض الدوال الأساسية: 1جدول 
𝑓(𝑡) 𝒯{𝑓(𝑡)} = 𝒫(𝑣) 

1 𝑣2  
𝑡 𝑣4 

𝑡𝑛 𝑛! 𝑣2(𝑛+1) 

𝑒𝑎𝑡 
𝑣2

1 − 𝑎𝑣2
 

sin(𝑎𝑡) 
𝑎𝑣4

1 + 𝑎2𝑣4
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Cos(𝑎𝑡) 
𝑣4

1 + 𝑎2𝑣4
 

sinh(𝑎𝑡) 
𝑎𝑣4

1 − 𝑎2𝑣4
 

cosh(𝑎𝑡) 
𝑣2

1 − 𝑎2𝑣4
 

 

 التحويل التكاملي العكس ي : 2جدول 
𝒫(𝑣) 𝒯−1{𝒫(𝑣)} = 𝑓(𝑡) 

𝑣2  1  

𝑣4 𝑡 

𝑛! 𝑣2(𝑛+1) 𝑡𝑛 

𝑣2

1 − 𝑎𝑣2
 𝑒𝑎𝑡 

𝑎𝑣4

1 + 𝑎2𝑣4
 sin(𝑎𝑡) 

𝑣4

1 + 𝑎2𝑣4
 Cos(𝑎𝑡) 

𝑎𝑣4

1 − 𝑎2𝑣4
 sinh(𝑎𝑡) 

𝑣2

1 − 𝑎2𝑣4
 cosh(𝑎𝑡) 

 

  ]8[لبعض المشتقات: التحويل التكاملي الجديد  .3

𝒯{𝑓(𝑡)}و   دالة 𝑓(𝑡)لتكن   = 𝒫(𝑣)   الجديد التكاملي  التحويل  فإن 

 : التالية للمشتقات يكون على الصورة

    𝒯{𝑓′(𝑡)} =
1

𝑣2
𝒫(𝑣) − 𝑓(0)                                          (1)

   𝒯{𝑓′′(𝑡)} =
1

𝑣4
𝒫(𝑣) −

1

𝑣2
𝑓(0) − 𝑓′(0)                    (2)

⋮

𝒯{𝑓(𝑛)(𝑡)} =
1

𝑣2𝑛
𝒫(𝑣) − ∑

1

𝑣2𝑛−2𝑘−2

𝑛−1

𝑘=0

𝑓(𝑘)(0)        (3)

 

 : 𝒕𝟑𝒇(𝒕)و 𝒕𝟐𝒇(𝒕)و 𝒕𝒇(𝒕)التحويل التكاملي الجديد لـ   .4

𝒯{𝑓(𝑡)}دالة و  𝑓(𝑡)لتكن   = 𝒫(𝑣) :فإن 

i. 𝒯{𝑡𝑓(𝑡)} =
𝑣3

2

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) . 

ii. 𝒯{𝑡2𝑓(𝑡)} =
3𝑣5

4

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) +

𝑣6

4

𝑑2

𝑑𝑣2 𝒫(𝑣). 

iii. 𝒯{𝑡3𝑓(𝑡)} =
15𝑣7

8

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) +

9𝑣8

8

𝑑2

𝑑𝑣2 𝒫(𝑣) +

𝑣9

8

𝑑3

𝑑𝑣3 𝒫(𝑣). 

   البرهان:

i.  من تعريف التحويل التكاملي الجديد نجد أن 

𝒯{𝑓(𝑡)} = 𝒫(𝑣) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒
−𝑡

𝑣2  𝑑𝑡
∞

0
 

 نتحصل على 𝑣باشتقاق المعادلة السابقة بالنسبة إلى 

             
𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) =

2

𝑣3
∫ 𝑡𝑓(𝑡)𝑒

−𝑡

𝑣2  𝑑𝑡
∞

0
 

⇒         
𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) =

2

𝑣3
𝒯{𝑡𝑓(𝑡)}              

 بإعادة ترتيب المعادلة السابقة 

                  𝒯{𝑡𝑓(𝑡)} =
𝑣3

2

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣)                 (4) 

ii.    لإيجاد𝒯{𝑡2𝑓(𝑡)}   نستبدل𝑓(𝑡)  ( بـ 4)في المعادلة𝑡𝑓(𝑡)  

𝒯{𝑡2𝑓(𝑡)} =
𝑣3

2

𝑑

𝑑𝑣
𝒯{𝑡𝑓(𝑡)} 

السابقة   المعادلة  في  ) 𝒯{𝑡𝑓(𝑡)}عن  بالتعويض  المعادلة  في  (، 4الموضحة 

 نحصل على 

𝒯{𝑡2𝑓(𝑡)} =
𝑣3

2

𝑑

𝑑𝑣
(

𝑣3

2

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣)) 

 هذا يؤدي إلى أن 

  𝒯{𝑡2𝑓(𝑡)} =
3𝑣5

4

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) +

𝑣6

4

𝑑2

𝑑𝑣2
𝒫(𝑣)          (5) 

iii.   لإيجاد𝒯{𝑡3𝑓(𝑡)}     نستبدل𝑓(𝑡) ( المعادلة  ومن  𝑡2𝑓(𝑡)بـ    (4في  ثم ، 

الخطوات كما هو  وأخير نستكمل    (،5من المعادلة ) 𝑡2𝑓(𝑡)نعوض عن 

 .في الفقرة السابقةموضح 

𝑛حيث  𝒯{𝑡𝑛𝑓(𝑡)}لإيجاد  ملاحظة:   ≥ ذات الأسلوب الموضح في فإننا نتبع   2

 ( الموضح في الملحق. 1مكن استخدام البرنامج )، ولتسهيل يالسابقتين   فقرتين ال

 :𝒕𝟑𝒇′(𝒕)و 𝒕𝟐𝒇′(𝒕)و  𝒕𝒇′(𝒕)لتحويل التكاملي الجديد لـ   ا .5

 يكون على الصورة التالية: 

i. 𝒯{𝑡𝑓′(𝑡)} =
𝑣

2

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) − 𝒫(𝑣) . 

ii. 𝒯{𝑡2𝑓′(𝑡)} =
𝑣4

4

𝑑2

𝑑𝑣2 𝒫(𝑣) −
𝑣3

4

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣). 

iii. 𝒯{𝑡3𝑓′(𝑡)} =
𝑣7

8

𝑑3

𝑑𝑣3 𝒫(𝑣) +
3𝑣6

8

𝑑2

𝑑𝑣2 𝒫(𝑣) −
3𝑣5

8

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) 

 البرهان: 

i.  للإيجاد𝒯{𝑡𝑓′(𝑡)}   نستبدل𝑓(𝑡) ( بـ 4في المعادلة )𝑓′(𝑡) 

𝒯{𝑡𝑓′(𝑡)} =
𝑣3

2

𝑑

𝑑𝑣
𝒯{𝑓′(𝑡)} 

 (( 1)الموضحة في المعادلة ) 𝒯{𝑓′(𝑡)}نعوض في المعادلة السابقة عن  

𝒯{𝑡𝑓′(𝑡)} =
𝑣3

2

𝑑

𝑑𝑣
(

1

𝑣2
𝒫(𝑣) − 𝑓(0)) 

 بالتالي  

           𝒯{𝑡𝑓′(𝑡)} =
𝑣

2

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) − 𝒫(𝑣) −

𝑣3

2

𝑑

𝑑𝑣
𝑓(0)  

𝑑حيث 

𝑑𝑣
𝑓(0) =  فإن المعادلة السابقة تكون على الصورة، 0

     𝒯{𝑡𝑓′(𝑡)} =
𝑣

2

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) − 𝒫(𝑣)          (6) 

ii.   باستبدال𝑓(𝑡) ( بـ  4في المعادلة )𝑡𝑓′(𝑡) حصل علىنت 

𝒯{𝑡2𝑓′(𝑡)} =
𝑣3

2

𝑑

𝑑𝑣
𝒯{𝑡𝑓′(𝑡)} 

 في المعادلة السابقة   𝒯{𝑡𝑓′(𝑡)} عوض عن( ن6من المعادلة )

𝒯{𝑡2𝑓′(𝑡)} =
𝑣3

2

𝑑

𝑑𝑣
(

𝑣

2

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) − 𝒫(𝑣)) 

 أي أن

𝒯{𝑡2𝑓′(𝑡)} =
𝑣4

4

𝑑2

𝑑𝑣2
𝒫(𝑣) −

𝑣3

4

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣)           (7) 

iii.   كما يمكن  الموضح في الفقرات السابقة  البرهان بنفس الأسوبيتم ،

( البرنامج  إيجاد 2استخدام  عملية  لتسهيل  الملحق  في  الموضح   )

 . 𝑡𝑛𝑓′(𝑡)التحويل التكاملي الجديد لـ 

 يمكن إيجاد كل من كذلك

𝒯{𝑡𝑓′′(𝑡)} =
1

2𝑣

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) −

2

𝑣2
𝒫(𝑣) + 𝑓(0) 

𝒯{𝑡2𝑓′′(𝑡)} =
𝑣2

4

𝑑2

𝑑𝑣2
𝒫(𝑣) −

5𝑣

4

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) + 2𝒫(𝑣) 

 ( الموضح في الملحق.3استخدام البرنامج ) بإتباع الخطوات السابقة أو

,𝑛حيث     𝒯{𝑡𝑛𝑓𝑚(𝑡)}لإيجاد    ملاحظة: 𝑚 ∈ ℕ   نتبع الأسلوب فإننا  ذات 

 السابقة. اتفي الفقر الموضح 



Solving Linear Ordinary Differential Equations with Variable Coefficients Using a New Integral Transformation                                                     Eshtewi. 

JOPAS Vol.24 No.  3 2025                                                                                                                                                                        11  

 تحويل لابلاس: .6

المستخدمة  في هذا القسم نوضح تعريف تحويل لابلاس وتطبيقه على الدوال  

 .في هذا البحث

.}ℒ  عامليرمز لتحويل لابلاس بال  ويعرف على الصورة: {

ℒ{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡

∞

0

 

 الجدول التالي يوضح تطبيق تحويل لابلاس على بعض الدوال المستخدمة 

 تحويل لابلاس : 3جدول  

𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 ℒ{𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛} 

𝑡𝑛 
𝑛!

𝑠𝑛+1
 

𝑓(𝑛)(𝑡) 𝑠𝑛𝐹(𝑠) − ∑ 𝑠𝑛−1−𝑘𝑓(𝑘)(0)

𝑛−1

𝑘=0

 

𝑡𝑛𝑓(𝑡) (−1)𝑛
𝑑𝑛

𝑑𝑠𝑛  𝐹(𝑠) 

𝑡𝑓′(𝑡) −𝑠
𝑑

𝑑𝑠
𝐹(𝑠) − 𝐹(𝑠) 

𝑡2𝑓′(𝑡) 𝑠
𝑑2

𝑑𝑠2
𝐹(𝑠) + 2

𝑑

𝑑𝑠
𝐹(𝑠) 

𝑡𝑓′′(𝑡) −𝑠2
𝑑

𝑑𝑠
𝐹(𝑠) − 2𝑠𝐹(𝑠) + 𝑓(0) 

𝑡2𝑓′′(𝑡) 𝑠2
𝑑2

𝑑𝑠2
𝐹(𝑠) + 4𝑠

𝑑

𝑑𝑠
𝐹(𝑠) + 2𝐹(𝑠) 

 .]2 ,12[للمزيد من المعلومات أنظر 

 :ات التطبيق .7

تطبيق القسم  هذا  في  على   ي التكامل  التحويل  نوضح  مسائل   بعض   الجديد 

 القيمة الابتدائية. 

 (:1) مثال

 على الصورةمسألة القيمة الابتدائية لتكن 
𝑡𝑢′ − 2𝑢 = 0;    𝑢(0) = 0 

 
ً
 التفاضلية نحصل على طبق التحويل التكاملي الجديد على المعادلة نأولا

𝒯{𝑡𝑢′} − 2𝒯{𝑢} = 0 
 أي أن

𝑣

2

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) − 𝒫(𝑣) − 2𝒫(𝑣) = 0

⟹            
𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) −

6

𝑣
𝒫(𝑣) = 0       

 

𝜇حيث   = 𝑣−6  للمعادلة التكاملي  العامل  على  السابقة    هو  يكون  وحلها 

 الصورة

𝒫(𝑣) = 𝑐𝑣6 
العكس ي   التحويل  المعادلة وبأخذ  حل  على  نتحصل  السابقة  للمعادلة 

 التفاضلية المعطاة 

𝑢(𝑡) = 𝑐𝑡2 
 .ثابت حر 𝑐حيث 

 نطبق
ً
 على المعادلة التفاضلية نحصل علىتحويل لابلاس  ثانيا

ℒ{𝑡𝑢′} − 2ℒ{𝑢} = 0 
 أي أن  

−𝑠
𝑑

𝑑𝑠
𝐹(𝑠) − 𝐹(𝑠) − 2𝐹(𝑠) = 0 
𝑑

𝑑𝑠
𝐹(𝑠) +

3

𝑠
𝐹(𝑠) = 0 

𝜇حيث   = 𝑠3  على يكون  وحلها  السابقة  للمعادلة  التكاملي  العامل  هو 

 الصورة

𝐹(𝑠) = 𝑐𝑠−3 
المعادلة   حل  على  نتحصل  السابقة  للمعادلة  العكس ي  التحويل  بأخذ 

 التفاضلية المعطاة 

𝑢(𝑡) = 𝑐𝑡2 
 ثابت حر. 𝑐حيث 

 (:2مثال )

 على الصورة مسألة القيمة الابتدائيةلتكن 
𝑡𝑢′′ + (1 − 2𝑡)𝑢′ − 2𝑢 = 0;    𝑢(0) = 1,   𝑢′(0) = 2 

 
ً
 الجديد  التكاملي ق التحويليتم تطبيأولا

𝒯{𝑡𝑢′′} + 𝒯{𝑢′} − 2𝒯{𝑡𝑢′} − 2𝒯{𝑢} = 0 
 هذا يؤدي إلى أن 

1

2𝑣

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) −

2

𝑣2
𝒫(𝑣) + 𝑢(0) +

1

𝑣2
𝒫(𝑣) − 𝑢(0)

− 2 (
𝑣

2

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) − 𝒫(𝑣)) − 2𝒫(𝑣) = 0 

 بإعادة ترتيب المعادلة السابقة 

(
1

2𝑣
− 𝑣)

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) −

1

𝑣2
𝒫(𝑣) = 0 

 بفصل المعادلة السابقة  
𝑑𝒫

𝑝
=

2

𝑣 − 2𝑣3
𝑑𝑣 

 حلها هو

𝒫(𝑣) =
𝑣2

1 − 2𝑣2
+ 𝑐 

 وبتطبيق التحويل العكس ي نجد أن 

𝑢(𝑡) = 𝑒2𝑡 + 𝑐 
 ومن الشرط الابتدائي نحصل على

𝑢(𝑡) = 𝑒2𝑡  
 نطبق تحويل لابلاس

ً
 ثانيا

ℒ{𝑡𝑢′′} + ℒ{𝑢′} − 2ℒ{𝑡𝑢′} − 2ℒ{𝑢} = 0 
 أي أن  

−𝑠2
𝑑

𝑑𝑠 
𝐹(𝑠) − 2𝑠𝐹(𝑠) + 𝑢(0) + 𝑠𝐹(𝑠) − 𝑢(0)

− 2 (−𝑠
𝑑

𝑑𝑠
𝐹(𝑠) − 𝐹(𝑠)) − 2𝐹(𝑠) = 0 

 بإعادة ترتيب المعادلة السابقة 

(2𝑠 − 𝑠2)
𝑑

𝑑𝑠 
𝐹(𝑠) − 𝑠𝐹(𝑠) = 0 

 يمكن فصل المعادلة السابقة على الصورة
𝑑𝐹

𝐹(𝑠) 
=

𝑠𝑑𝑠

2𝑠 − 𝑠2
 

 بالتكامل نجد ان 

𝐹(𝑠) = 𝑐(2 − 𝑠)−1 
 نحصل علىوبإجراء التحويل العكس ي 

𝑢(𝑡) = 𝑐𝑒2𝑡  
𝑐  نجد أن الشرط الابتدائي  وبالتعويض ي = حل المسألة يكون على    أي أن   ،1

 الصورة

𝑢(𝑡) = 𝑒2𝑡  
 (:3مثال )

 مسألة القيمة الابتدائية  لتكن

𝑡2𝑢′′ − 𝑡𝑢′ + 𝑢 = 5;   𝑢(0) = 5,   𝑢′(0) = 3 
ن  
ً
التكامليأولا التحويل  التفاضلية   طبق  المعادلة  على  على   الجديد  فنحصل 

   المعادلة التالية 
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𝑣4

4

𝑑2

𝑑𝑣2
𝒫(𝑣) −

5𝑣

4

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) + 2𝒫(𝑣) − (

𝑣

2

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) − 𝒫(𝑣))

+ 𝒫(𝑣) = 5𝑣2 
 تحصل على بإعادة ترتيب المعادلة السابقة ن

       𝑣2
𝑑2

𝑑𝑣2
𝒫(𝑣) − 7𝑣

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) + 16𝒫(𝑣) = 20𝑣2                (7) 

𝑁أن   أويلر التفاضلية، نفرض-وهي معادلة كوش ي  = 𝒫(𝑣) و𝑣 = 𝑒𝑥 أي أن  

𝑥 = ln(𝑣) وهذا يؤدي إلى أن ،   
𝑑

𝑑𝑣
𝑁 =

𝑑𝑁

𝑑𝑥

1

𝑣
=

𝑑𝑁

𝑑𝑥
𝑒−𝑥     

𝑑2

𝑑𝑣2
𝑁 = (

𝑑2𝑁

𝑑𝑥2
−

𝑑𝑁

𝑑𝑥
) 𝑒−2𝑥

 

 ( 7بالتعويض في المعادلة )

𝑒2𝑥 ((
𝑑2𝑁

𝑑𝑥2
−

𝑑𝑁

𝑑𝑥
) 𝑒−2𝑥) − 7𝑒𝑥 (

𝑑𝑁

𝑑𝑥
𝑒−𝑥) + 16 𝑁 = 20𝑒2𝑥 

 بإعادة ترتيب المعادلة السابقة 

     
𝑑2𝑁

𝑑𝑥2
− 8

𝑑𝑁

𝑑𝑥
+ 16𝑁 = 20𝑒2𝑥                   (8) 

 حل المعادلة السابقة 

𝑁𝑔 = 𝑁𝑐 + 𝑁𝑝 = 𝑐1𝑣4 + 𝑐2𝑣4 ln(𝑣) + 5𝑣2 
𝑐2محدود يجب أن تكون   𝑦(0)ولكي يكون  =  أي أن  0

𝒫(𝑣) = 𝑁𝑔 = 𝑐1𝑣4 + 5𝑣2 
 بتطبيق التحويل العكس ي نتحصل على

𝑢(𝑡) = 𝑐1𝑡 + 5 
 من الشروط الابتدائية نجد أن

𝑢(𝑡) = 3𝑡 + 5 
 نطبق تحويل 

ً
 لابلاسثانيا

ℒ{𝑡2𝑢′′} − ℒ{𝑡𝑢′} + ℒ{𝑢} = 5 
 أي أن  

𝑠2
𝑑2

𝑑𝑠2
𝐹(𝑠) + 4𝑠

𝑑

𝑑𝑠
𝐹(𝑠) + 2𝐹(𝑠) + 𝑠

𝑑

𝑑𝑠 
𝐹(𝑠) + 𝐹(𝑠) + 𝐹(𝑠)

=
5

𝑠
 

 بتجميع المعادلة السابقة نتحصل على

𝑠2
𝑑2

𝑑𝑠2
𝐹(𝑠) + 5𝑠

𝑑

𝑑𝑠
𝐹(𝑠) + 4𝐹(𝑠) =

5

𝑠
         (9) 

𝑁لحل المعادلة نفرض أن  = 𝐹(𝑠)  و𝑠 = 𝑒𝑥  أي أن  𝑥 = ln(𝑠) بالتالي فإن ، 
𝑑

𝑑𝑠
𝑁 =

𝑑𝑁

𝑑𝑥

1

𝑠
=

𝑑𝑁

𝑑𝑥
𝑒−𝑥      

𝑑2

𝑑𝑠2
𝑁 = (

𝑑2𝑁

𝑑𝑥2
−

𝑑𝑁

𝑑𝑥
) 𝑒−2𝑥

 

 ( نجد أن 9بالتعويض في المعادلة )

𝑑2𝑁

𝑑𝑥2
+ 4

𝑑𝑁

𝑑𝑥
+ 4𝑁 = 5𝑒−𝑥  

 يكون على الصورةحلها المعادلة السابقة 

𝑁𝑔 = 𝑁𝑐 + 𝑁𝑝 = 𝑐1𝑒−2𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒−2𝑥 + 5𝑒−𝑥 
 نجد أن  𝑁و 𝑥بالتعويض عن 

𝐹(𝑠) = 𝑐1𝑠−2 + 𝑐2𝑠−2 ln(𝑠) +
5

𝑠
 

𝑐2نضع  محدود 𝑦(0)كون يولكي  =  أي أن   0

𝐹(𝑠) = 𝑐1𝑠−1 +
5

𝑠
 

 بأخذ تحويل لابلاس العكس ي نجد ان 
𝑢(𝑡) = 𝑐1𝑡 + 5 

 من الشروط الابتدائية نجد أن

𝑢(𝑡) = 3𝑡 + 5 
 (:4مثال )

 إذا كان

𝑡𝑢′′ − 𝑢′ = 𝑡2;   𝑢(0) = 0,   𝑢′(0) = 0 
 
ً
 نتحصل على ف  الجديد طبق التحويل التكاملينأولا

1

2𝑣

𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) −

2

𝑣2
𝒫(𝑣) + 𝑢(0) − (

1

𝑣2
𝒫(𝑣) − 𝑢(0)) = 2𝑣6 

الابتدائي   الشرط  عن  𝑢(0)بالتعويض  = و  0 السابقة  المعادلة  تجميع  في 

 نجد ان  الحدود
𝑑

𝑑𝑣
𝒫(𝑣) −

6

𝑣
𝒫(𝑣) = 4𝑣7 

𝜇يمكن حل المعادلة السابقة باستخدام العامل التكاملي  = 𝑣−6   لنتحصل

 على

𝒫(𝑣) = 2𝑣8 + 𝑐 
 وبأخذ التحويل العكس ي نجد أن 

𝑢(𝑡) =
1

3
𝑡3 + 𝑐𝑡2 

 .ثابت حر 𝑐حيث 

 نطبق تحويل لابلاس 
ً
 ثانيا

ℒ{𝑡𝑢′′} − ℒ{𝑢′} = 𝑡2 
 أي أن  

−2𝑠𝐹(𝑠) − 𝑠2
𝑑

𝑑𝑠 
𝐹(𝑠) + 𝑢(0) − 𝑠𝐹(𝑠) + 𝑢(0) =

2

𝑠3
 

𝑢(0) الشرط الابتدائيالمعادلة السابقة والتعويض ببتجميع  =  نجد أن  0
𝑑

𝑑𝑠 
𝐹(𝑠) +

3

𝑠
𝐹(𝑠) =

−2

𝑠5
 

𝜇باستخدام العامل التكاملي  = 𝑣3  نتحصل على حل المعادلة السابقة 

𝐹(𝑠) =
2

𝑠4
+

𝑐

𝑠3
 

 بأخذ تحويل لابلاس العكس ي نجد أن 

𝑢(𝑡) =
1

3
𝑡3 + 𝑐𝑡2 

 ثابت حر. 𝑐حيث 

 النتائج  .8

الدراسة أن التحويل التكاملي الجديد لا يقتصر على نستنتج من خلال هذه  

الخطية العادية  التفاضلية  المعادلات  الثابتة   حل  العوامل  يمكن   ،ذات   بل 

 علىتطبيق
ً
متغيرة   معاملاتلمعادلات التفاضلية العادية الخطية ذات  ا  ه أيضا

 ، مما يجعله أداة فعالة لإيجاد الحلول التحليلية لمجموعة واسعة من المسائل 

كذلك نجد أن دالة النواة في هذا التحويل قد تبسط  العمليات الحسابية في 

 لطبيعة المسألة المدروسة،
ً
يمكن و  إيجاد حل المعادلة التفاضلية العادية وفقا

 
ً
المعادلات التفاضلية    أنظمةدراسة التحويل التكاملي الجديد في حل    مستقبلا

 .   والمعادلات التفاضلية الجزئية  العادية
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 لحق الم .10

الجديد التكاملي  التحويل  إيجاد  الدوال  لتسهيل  برنامج   لبعض  استخدمنا 

 في كتابة برامج تقوم بإجراء عملية التحويل.  الماتلاب

 (:1برنامج )

الصورة على  لدوال  الجديد  التكاملي  التحويل  البرنامج لإيجاد  هذا   يستخدم 

𝑡𝑛𝑓(𝑡) . 
clc 

clear 
syms f(t) p(v) 

%  t^n                            ; 3n= 

)*diff(p,v);2/3m=(v^ 
1-:n1for i= 

)*diff(m,v));2/3m=expand((v^ 
end 

fprintf('{t^%d*f(t)}=',n) 
disp(m) 

وضعنا   أننا  𝑛لاحظ  = لـ  لإيجاد 3 التكاملي  تغييرها  𝑡3𝑓(𝑡)  التحويل  ويتم   ،

 الحاجة. حسب 

 (:2برنامج )

الصورة  على  لدوال  الجديد  التكاملي  التحويل  البرنامج لإيجاد  هذا  يستخدم 

𝑡𝑛𝑓′(𝑡) . 

 
clc 

clear 
syms x v p(v) f(v) 

;                             %  t^n 3n= 
f(v);-)*p(v)2/v^1m=( 

:n1for i= 
)*diff(m,v));2/3m=expand((v^ 

end 
));0(m=subs(m,f(v),f 

fprintf('{t^%d*df(t)}=',n) 
disp(m) 

𝑛    قمنا بوضع = ، ويتم تغييرها حسب 𝑡3𝑓′(𝑡) لإيجاد التحويل التكاملي لـ 3

 الحاجة، وعند تطبيق البرنامج نتحصل على  

 - 8*diff(p(v), v, v, v))/7+ (v^ 8*diff(p(v), v, v))/6*v^3*df(t)}=(3{t^

8*diff(p(v), v))/5*v^3( 
 (: 3البرنامج )

الصورة على  لدوال  الجديد  التكاملي  التحويل  البرنامج لإيجاد  هذا   يستخدم 

𝑡𝑛𝑓′′(𝑡) . 
clc 

clear 
syms x v p(v) f(v) df(v) 

;                             %  t^n 2n= 
df(v);-)*f(v)2/v^1(-)*p(v)4/v^1m=( 

:n1for i= 
)*diff(m,v));2/3m=expand((v^ 

end 
));0m=subs(m,f(v),f( 
));0m=subs(m,df(v),df( 

f(t)}=',n)2fprintf('{t^%d*d^ 
disp(m) 

𝑛   قمنا بوضع = ، ويتم تغييرها حسب 𝑡2𝑓′′(𝑡) لإيجاد التحويل التكاملي لـ 2

 الحاجة، وعند تطبيق البرنامج نتحصل على  

*v*diff(p(v), 5( - 4*diff(p(v), v, v))/2*p(v) + (v^2f(t)}=2*d^2{t^

4v))/ 
 

 

 


